Vergleichende Untersuchungen zur Modellierung und numerischen Berechnung mehrschichtiger Rotationsschalen by Altenbach, H. et al.
 TECHNlSCHE MECHANlK13(1992) Heft 1
Manuskripteingang: 05.02.1992
Vergleichende Untersuchungen zur Modellierung und
numerischen Berechnung mehrschichtiger Rotationsschalen
H.Altenbach‚ J.Altenbach, E.Nast
lmBeitragwirdein theoretischesKonzeptundseine numerische Umsetzungfürde ModelierungundBerechnungmehrschlbhtigerF/ächentragwerke
vorgestellt. Das theoretische Konzept basiert auf dem Timoshenko/Zeissner/Ilriindlin—ModeIL wobei zwei Varianten diskutiert werden: das
allgemeine Modell mit einem kinematischen Freiheitsgrad 6 sowie der Sonderfall mit dem Freiheitsgrad 5. Die Qualität und die Effektivität der
’ ModeiierungundBerechnungwirdan ausgewähltenBeispielenfürmehrschichtigeRotationsschalen ausisotropenundanisotropen Einzelschichten
nachgewiesen.
The paperdeals with a theoretical conceptand its numerical treatmentfor the modelling and the numerical calculafion ofmu/ti/ayeredplates and
shells. The theoretical concept based on the Timoshenko/Reissner/Mindlin-model. Two variants are demonstrated: a general model with
kinematical degrees of freedom and special case with 5 degrees of freedom. The quality and efficiency of the modelling and analysis are
demonstrated by some examples ofmuitilayered shells ofrevolution with isotropic or anisotropic layers.
1 Einleitung
Dem Begriff des Flächentragwerkes ist eine Klasse fester,
deformierbarer Körper zugeordnet, deren hauptsächliche
Eigenschaft darin besteht, daß eine Längenausdehnung
(Tragwerksdicke) wesentlich geringer alsdie beiden ande-
ren Ausdehnungen ist.
Obwohl sich prinzipiell jedes Flächentragwerk als dreidi-
mensionales Kontinuum betrachten und modellieren Iäßt,
wurden in der Mitte des 19. Jahrhunderts erste spezielle
Theorien entwickelt, die die konstruktiven Besonderheiten
der Flächentragwerke bewußt für eine Reduktion des
Lösungsaufwandes nutzten und damit die Berechnung
von Flächentragwerken in der lngenieurpraxis ermöglich-
ten. Trotz der heuteverfügbaren leistungsfähigen Rechen-
technik beruht die Mehrheit aller Problembetrachtungen
bzw. Theorien auf einer Modellierung des Tragwerkes als
zweidimensionales Bauteil [1].
Die klassische Flächentragwerkstheorie ist, nach einigen
Erweiterungen hinsichtlich möglicher Geometrieparame-
ter, Belastungen und Materialien, in ihrer Entwicklung als
weitgehend abgeschlossen zu betrachten. Sie beruht auf
den grundlegenden Arbeiten von Kirchhoff (Platten) und
Love (Schalen). Entsprechende Theorien gehen in der
Regel von der Annahme aus, daß die Schnittflächen bei
einer Verformung eben bleiben, der Einfluß der Schubver-
formungen vernachlässigt werden kann und somit Nor-
male zur unverformten Mittelfläche auch Normale zur ver-
formten Mitteltläche sind und in Nomalenrichtung keine
Dehnungen auftreten (1. Hypothese).
81a=€23=833=0
Außerdem wird die Normalspannung 033 im Vergleich zu
den Spannungen 0,1, 022 und 012 als vernachlässigbar an-
gesehen (2. Hypothese).
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Aus den Annahmen resultiert eine anwendungsseitige
Beschränkung auf glatte, dünne Flächentragwerke aus
homogenem, isotropem, linear-elastischem Material.
Theorien, die auf den Annahmen von Kirchhoff/Love beru-
hen, können bei dickwandigen, anisotropen oder mehr-
schichtigen Flächentragwerken sowie bei Faltwerken ver-
sagen, da die Hypothesen mehroder weniger verletzt wer-
den. Eine umfangreiche Diskussion zu den Annahmen der
klassischen Theorie und ihren Konsequenzen ist u. a. in [2]
nachzulesen.
Im Beitrag sollen ein theoretisches KonZept und eine
numerische Umsetzung für die Gruppe der mehrschichti-
gen Flächentragwerke vorgestellt werden. Derartige Kon-
struktionen bzw. Konstruktionselemente bestehen heute
vielfach aus Schichten, die ihrerseits aus Verbundwerk-
stoffen gebildet werden. Daher werden nachfolgend neben
der Vorstellung der theoretischen Gmndlagen, der Be-
rechnungsstrategie und ausgewählter Testbeispiele auch
einige Bemerkungen zu den Verbundwerkstoffen ge-
macht. Dabei wird auch klar, daß zukünftige Entwicklun-
gen bei der Numerik von Mehrschichtfléchentragwerken
entscheidend von den verbesserten Kenntnissen über die
Verbundwerkstoffe abhängen. Beispielhaft werden nach-
folgend Grundgleichungen für die numerische Analyse
mehrschichtiger Rotationsschalen dargelegt. Diese bezie-
hen sich auf dünne Schalen mit schwacher Krümmung.
Materialseitig ist ein Mehrschichtsystem aus isotropen
oder speziellen anisotropen Schichten theoretisch beliebi-
ger Anzahl betrachtbar. Die anisotrope Einschichtschale
ist als Spezialfall enthalten.
2 Verbundwerkstoffe — Einsatzgebiete
und Probleme der Modellbildung
Verbundwerkstoffe (Sandwichkonstruktionen, Laminate)
gehören gegenwärtig zu den Materialien mit beträchtli-
chem lnnovationspotential. Während in Luft- und Raum-
fahrt (Satellitenstrukturen, Rotorblätter, Tragflächen und
Leitwerke) sowie im Schiffbau (Hochseeyachten und
Sportboote) — in erweitertem Sinne auch im Bauwesen
(Stahlbeton) — Verbundwerkstoffe bereits den Stand der
Technik repräsentieren und ein hohes Niveau widerspie-
geln, vollzieht sich zur Zeit ein technologischerWandel im
Maschinen-, Fahrzeug- und Apparatebau. Dies führt bei-
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spielsweise in Europa zu jährlichen Wachstumsraten in
Produktion und Einsatz geschichteter Werkstoffkompo-
nenten von 10 bis 25 % [5]. Galten über langeZeit Stoßfän-
ger, Frontklappen und Spoiler als typische Anwendungs-
beispiele innerhalb des Fahrzeugbaus, wurden in jüngster
Vergangenheit auch Blatt- und Spiralfedem (in erster Linie
für Nutzkraftwagen) sowie Antriebswellen (GOLF Syncro)
aus Faserverbundwerkstoffen gefertigt und erfolgreich der
Praxiserprobung unterzogen. Ähnliche Entwicklungen
sind im Behälterbau (Silos, Druckrohre) und der Werk-
zeugmaschinenfertigung zu verzeichnen. Bei letzterer -
traditionell werden Verbundmaterialien für Verkleidungen
und Abdeckungen eingesetzt — erfolgt für Bohrstangen,
Wellen, Hauptspindeln und Werkzeugträger ein teilweiser
Ersatz der konventionellen Konstruktionswerkstoffe.
Der Grund für die aufgezeigten Trends liegt in Merkmalen
wie: geringes Gewicht bei hoher Festigkeit, guter Korro-
sionsschutz, teilweise Beständigkeit gegenüber chemi-
schen Substanzen und Umwelteinflüssen, Wartungsarrnut
sowie das definierbare Schwingungsdämpfungsverhalten.
Erwähnt werden sollten jedoch auch hohe Materialkosten
und Recyclingprobleme, welche sich in der Vergangenheit
negativ auf Wachstumsraten in der Herstellung und im Ein-
satz der Kunsstoffe auswirkten. Weitere Einsatzhemm-
nisse stellten/stellen fehlende Serienfertigungstechnik
und überzogene Prüfanforderungen auf Grund begrenzter
Werkstoffkenntnisse dar.
Die wohl bedeutendsten und zugleich bekanntesten Ver-
treter der Verbundwerkstoffe findet man in den Faserver-
bunden/Laminaten und den Sandwichkonstruktionen.
Beide Klassen von Materialien sind vielfältig miteinander
verbunden, und es ist prinzipiell möglich, jeden Sandwich-
werkstoff mit Hilfe einer Laminattheorie zu berechnen.
Diese Materialien beruhen auf Kombinationen mehrerer
meist isotroper Schichten unterschiedlichen Materials.
Typisch ist die Verbindung von dünnen, steifen Schichten
(Häute) und einem dicken, weichen Kern, was traditionell
als Sandwich bezeichnet wird. Lagert man-zur Schaffung
spezieller Eigenschaften — orientierte Faserstoffe in eine
Grundmatrix eines anderen Materials ein, so ergibt sich ein
Faserverbundwerkstoff. Dieser sollte, um technisch sinn-
voll einsetzbar zu sein, nach [6] folgende Voraussetzun-
gen erfüllen:
OBruch/Faser > OBruch/Matrix
EFaser > EMatrix
Garnett/Matrix >> Gramm/Faser
Das Spannungs-Dehnungsverhalten eines Faserverbun-
des (siehe Bild 1) stellt eine Mittlung der Einzelkomponen-
ten dar, wobei die Mittlungsregeln sehr kompliziert sein
können.
Während die eingelagerten Fasern für die Festigkeit des
Verbundes dominant sind, hat die Matrix im Verbund die
Aufgabe, Druck-, Zug- und Schubkräfte auf die Fasern zu
übertragen, diese vor gegenseitiger Berührung und vor
Umwelteinflüssen zu schützen.
Meistens werden Faserverbundwerkstoffe für einen spe-
ziellen Lastfall ausgelegt, wobei es sich bei diesen Bela-
stungen in der Hegel um Membranspannungszustände
handelt. Biegespannungszustände werden dagegen häu-
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figer über Sandwichkonstruktionen realisiert, da sie bei Fa-
serverbunden auf unwirtschaftliche Konstruktionen führen
würden. Weiterhin ist man bestrebt, nur Belastungen ohne
Rißbildung zuzulassen. Dabei sollte beachtet werden, daß
Festigkeit und Dehnbarkeit quer zur Faserrichtung niedri-
ger als im Matrixmaterial ohne Einlagerung sind. Hieraus
resultiert unter Umständen eine Schädigung des Matrix-
materials, bevor dieseauch im Fasermaterial fortschreitet.
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Bild 1
Spannungs-Dehnungs-Verhalten von Faserverbunden
Als wesentliche Besonderheit faserverstärkter Konstruk-
tionswerkstoffe stellt sich die Anisotropie der Deforma-
tionseigenschaften und die geringe Querschubsteife
(sowohl in der Ebene des eingelagerten Materials als auch
interlaminar) dar. Diese Anisotropie stellt den Konstrukteur
vor zusätzliche Probleme bei Dimensionierung und
Berechnung von Faserverbunden.
Neben den konventionellen Aufgaben der Bauteildimen-
sionierung bei homogen-isotropen Werkstoffen stellt sich
die Anforderung, den Werkstoff selbst zu konstruieren
l7]. [8]. [9]-
Zur Diskussion stehen dabei:
. die Einzelschichtdicke
. die Matrixeigenschaften
. die Fasereigenschaften
. der Faseranteil am Schichtvolumen
. die Faserorientierung innerhalb der Einzelschichtm
h
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Der Bestimmung von Spannungen und Verformungen des
Schichtpaketes und der Einzelsohichten beliebig aufge-
bauten Verbundmaterials infolge äußerer Beanspruchung
sowie der Optimierung von Werkstoffeigenschaften hin-
sichtlich geforderter Parameter widmet sich folglich eine
Vielzahl von Beiträgen und Forschungsarbieten. Einen
Überblick über Fortschungsrichtungen und -tendenzen
sowie über unterschiedliche Theorien zur Problemlösung
im Falle mehrschichtiger Platten und Schalen vermitteln
[1], [10], [11].
 3 Möglichkeiten zur Modellierung von
Verbundstrukturen
Theorien für Verbundstrukturen, die auf der Erhaltung der
Normalen (analog Kirchhoff/Love) beruhen, stoßen bei
Betrachtung anisotroper oder mehrschichtiger Flächen-
tragwerke häufig auf Schwierigkeiten. Der Grund hierfür
ist das notwendige Berücksichtigen von Querschubein-
flüssen. Einen Ausweg bietet hier die Theorie von
Timoshenko/Reissner/Mindlin, die auf einem erweiterten
Balkenmodell von Timoshenko beruht [12]. Auf Platten an-
gewendet, führte Reissner Hypothesen ein, die eine Ab-
schwächung der Kirchhoffschen Hypothesen darstellen
[24]. Wichtigste Erweiterung dabei ist folgende Annahme:
Fasern, die zu Beginn der Deformation senkrecht auf der
Referenzfläche stehen, müssen nach der Deformation
nicht mehr normal gerichtet sein.
Diese Annahme führt auf eine Erhöhung des kinema-
tischen Freiheitsgrades für ein differentielles Platten-
element, hervorgerufen durch unabhängige Rotationen
der Normalen.
Am weitesten verbreitet sind gegenwärtig Varianten mit
dem kinematischen Freiheitsgrad fünf (drei Translationen
und zwei unabhängige Rotationen der Normalen). Beigeo-
metrisch einfacheren Bauteilen (Zylinder, Platten) und/
oder Betrachtung der zu Iösenden Probleme in lokalen
Koordinatensystemen liefern derartige Theorien (Ambar-
cumjan und Levinson entwickelten gleichfalls Hypothesen
auf der Grundlage des kinematischen Freiheitsgrades
fünf) oftmals hinreichend genaue Ergebnisse und haben
Vorteile bei der numerischen Umsetzung.
Die Untersuchung von Faltwerken bzw. von verzweigten/
verrippten Flächentragwerken Iäßt jedoch eine Theorie-
erweiterung auf den kinematischen Freiheitsgrad sechs
wünschenswert erscheinen. Nur hier ist eine vollständige
Ubergabe aller kinematischen und dynamischen Größen
in den Verzweigungspunkten erreichbar.
Eine derartige Theorie, die zusätzlich eine unabhängige
3. Rotation der Normalen (Rotation um x3) umfaßt, wird
entsprechend einer in [13], [14] vorgeschlagenen Verfah-
rensweise vorgestellt.
4 Grundgleichungen für die numerische
Analyse von Verbundstrukturen
Für die nachfolgenden Aussagen, die sich beispielhaft auf
Rotationsschalen mit Schichtstruktur beziehen, wird ein
Koordinatensystem nach (Bild 2) gewählt.
Entsprechend dem zu betrachtenden Schalenproblem
gelte:
X1=$ X2=¢ X3=Xa
Ausgangspunkt für die Lösung statischer bzw. dynami-
scher Probleme der Schale sind die Funktionale der Defor-
mationsenergie U und der kinetischen Energie T
-.>.u=1/2vfgdv T=1/2vfgu'udv
mit
g Dreidimensionaler Spannungstensor
g Dreidimensionaler Deformationstensor
"L7 Vektor der vollständigen Verschiebung eines
_) Schalenpunktes
ü = au/at Verschiebungsgeschwindigkeiten
g Dichte des Schalenmaterials
d V Elementarvolumen der Schale
In den weiteren Ausführungen erfolge stets bei sich wie—
derholenden lateinischen Indizes eine Summation von 1
bis 3 und bei griechischen Indizes von 1 bis 2.
zli
  
Bild 2
Rotationsschale
Für die Modellierung der Schichtstruktur wird vorausge-
setzt, daß das Schichtpaket als Ganzes in das zweidimen—
sionale Modell überführt wird. lm Rahmen der Theorie von
Timoshenko ‚ die bei konsequenter Anwendung auf eine
Schalentheorie mit sechs kinematischen Freiheitsgraden
führt, lassen sich dann die Verschiebungen in einem belie-
bigen Punkt der Schale wie folgt darstellen
—) —) —)
“(81¢IX3) = V(S:‘P)+X37(SI‘P)
Dabei ist 7 der Verschiebungfvektor der Punkte der
Schalenmittelfläche (SMF) und y der Vektor derVerdreh-
winkel der Normalen zur SM F.
.9
U1: ("1+Xai’1.‘ U2+X372; U3+X373)
Dieser Vektor enthält neben den Verschiebungen eines
Punktes der SMF und den beiden unabhängigen Rotatio-
nen der Normalen (3/1, 72) als wesentliche Erweiterung
eine Rotation um die Normalenachse.
Unter Verwendung des linearen Greenschen Deforma-
tionstensors
—> —> ——> —>
9” =1/2(u_‚g,+ Ung)
mit E), als Basisvektoren in den äquidistanten Flächen der
Schale erhält mandann bei Beschränkung auf lineare Glie-
der für die Koordinate x3 die kinematischen Beziehungen
der Timoshenko-Schalentheoriez
eaß = Qaß+X3Xuß 9113 = 903 633 = 933
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 Die hier eingeführten Krümmungs- und Verzermngstenso-
ren nehmen folgende Gestalt an:
9.,; = 1/2 (sap + spa)
Qua =1/2(7a + ¢a)
sap = “allß ‘ baßua
W = Ua.a + bap "2,3
Mit H wird hier das kovariante Ableiten in der Metrik der
Referenzflache unter Verwendung der Christoffel-Sym-
bole I‘für die Referenzfläche bezeichnet. Ausführlich dar-
gelegt sind die Regeln für das kovan'ante Ableiten in [15].
Bei Schalen nach (Bild 2) gilt
933=733
“up = 7a Ilß — beam
 
d0/ds O dolds 0
bu, = b; =
O ——rcose 0 —cos0/r
Täg = 1/rsin0 H2 = —rsin0
In Vektor-Matrix-Schreibweise ergeben sich damit die De-
formationen beliebiger Rotationsschalen zu
—> —->
e=gu’
Wobei '3 der Deformationsvektor und L die Matrix der
Differentialoperatoren ist.
_)
U‘ = (U1;U2;Uai71;72373)
Bei Rotationsschalen gilt für den Fall allgemeiner, krumm-
liniger Koordinaten folgender Aufbau des Deformations-
vektors
_)
9 ' = (911;922;2912i111l122;2112129r3;2923:5233)
Hierwerden neben den symmetrischen Komponenten des
Verzerrungs- und des Krümmungstensors auf der SMF
Querschubdeformationen und Dickenänderungen als
wesentliche Erweiterung zur Theorie von Kirchhoff/Love
berücksichtigt.
Für die betrachtete Aufgabenklasse ergibt sich die Matrix
der Differentialoperatoren zu
a/as O —d6/ds O 0 O
S/r snag; C/r O O 0
alran e/as— Slr O O 0 O
—d06/dsas 0 (dB/d3)2 a/as 0 ~d0/ds
CS/r2 ca/r2aq: 02er S/r alran Clr
~d08/rdracp K 0 alraqa a/as—S/r 0
d0lds O alas 1 0 O
O -Clr alran 0 1 0
0 0 D O 0 1
Folgende Symbole wurden eingeführt
S = sino C = cosß
K = 1/r (d0 sin0/ds + c050 Glas)
Somit folgt für die Komponenten des Deformationsvektors
911 = Gut/es — U3 dO/ds
922 = 1/r (auglaq; + u1 sine + u; c050)
2912 = 1/r(au1/a<p — U2 sin0) + auz/as
X“ = 33/1/88 — y3d6/ds — d0/ds(au1/as — uadalds)
7522 = 1/r (an/am + y1sin0 + ya 0050
+ 1/r cose(au2/a¢ + u, sine + ua c050»
x043 =1/2(Xap+MßG-b:8„p—bäew)
L
2112 = 1/r (ay1/8<p—yzsin0-—d6/ds(8u1/a<p— uzsina)
+ Bug/as 0030) + ayz/as
2913 = 71+ Bus/as + u1d0/ds
2923 = ya + 1/r (aus/an — uzcosel)
933 = Ya
Zur Überführung des dreidimensionalen Funktionals der
Defomiationsenergie in ein zweidimensionales Funktional
ist zunächst die Bestimmung des Elementarvolumens der
Schale in folgender Form erforderlich
dV = p dX3 dS
Hierbeigelte: ‚u = den/1,15)
dS = rdzpds Elementarfläche aufderSMF
Maß = dun - Xab?
6a, ist das Kronecker-Symbol.
Führt man die kinematischen Beziehungen der
Timoshenko—Schalen in das dreidimensionale Funktional
der Deformationstheorie ein, nimmt dieses folgende
Form an
u = 1/2 9f (N.‚„9„„+Maßw+2o„g„+ N33 933)dS
Momente höhererOrdnung wurden hierbei vernachlässigt.
h/2 h/2
Nap = I Gap dX3 Maß = J. C7anan
—h/2 -'h/2
h/2 h/2
o. = l Gaadxs N33 = 033de
_h/2 —h/2
Hierbei wurde bereits berücksichtigt, daß für flache Scha-
len Änderungen der Metrik über die Schalendicke h ver-
nachlässigbar sind. Folglich wird u = 1.
‚Derzum Deformationsvektor arbeitskonjugierteVektor der
inneren Kräfte und Momente wird zu
TS" = (N11;N22;N12£M113M22iM1zio1ioziN33)
dabei N]! = N], M], = M],
Unter Beachtung des verallgemeinerten Hookeschen
Gesetzes ergeben sich damit die physikalischen Bezie-
hungen der Schale
’s’ = Q?
Die Steifigkeitsmatrix Q hat folgende Struktur
Q11 012 Qre B11 Brz B16 0 0 0
022 026 512 322 B25 0 0 0
055 313 823 335 O 0 O
Du D12 Die 0 0 0
Das O O O
055 045 0
Q44 O
symm. 033
Diese Steifigkeiten lassen sich für eine Schale mit n ortho-
tropen Schichten wie folgt bestimmen (Bild 3):
n
O” = [(2-71 CI/(k) [x300 _ ‚(aß-1)]
I
D
Bil WW-
DII
n
"351 CW im“)? — (Xa”‘"’-)31
Die Cf" sind die Komponenten der Elastizitätsmatrix des
verallgemeinerten Hookeschen Gesetzes
_)..)ark) _ C(k) Örk)
       
l X3
2 'T M / / ‚
v z l; \ \\\\
><m xm T
C
„*3: . ._.__‘0___. -= I
ä C ><_ ‚L
x" "Ni V / / MNV t
\ \ \ a" l
Bild3
Laminatquerschnitt
k k
011 CH 012 0 0 0 C16 811
022 022 0 0 0 Cze €22
033 = 033 0 O O ' 633
1'23 C44 C45 o 3’23
I13 055 0 713
:12 symm. Cm 7/12
der k-ten Schicht, bezogen auf das globale Koordinaten-
system (Bild 4).
x2
  
Blld 4
Einzelschicht
Ausgangspunkt für die Berechnung der C„”" sind die Stei-
figkeiten A„"" der k-ten Schicht im lokalen Schichtkoordi-
natensystem. Im allgemeinen ist daher bei Laminaten eine
Koordinatentransformation der Form
Q = ITAI
erforderlich, da die Hauptrichtungen des Laminates nicht
mit den Richtungen des globalen Systems übereinstim-
men. Für den Fall einer faserverstärkten Schichtstruktur
nach (Bild 5) nimmt diese Transformationsmatrix folgen-
des Aussehen an:
02 $2 0 o o 280
32 c2 o o o —2sc
o o 1 o o o = I
—sc sc 0 o o C?- 32
o o o c —s o
o o o s c o
Wobeidie Bezeichnungen C = c05a und 8 = sina gewählt
wurden.
Somit sind die Komponenten der Elastizitätsmatrix in jeder
Schichtüberdie nachfolgenden Beziehungen bestimmbar
C" = AHC‘+(2A|2+4A6&) 52(32+A2284
C12 (5"?C‘)A12+(A11+A22—4A35)8202ll
C15 = (A11-A12-‘2A63)Cas+(A12—A22+2A56)830
022 = A1184 + A22C4 + (2A12 + Cz
Cze = (A11 “A12-2A66)336+ (Am—14224'21466)$C3
CBS = A33
035 = (A11—2A12+A22—2A33) 8202+(C‘+S‘)A56
C44 = A4402 + A55 $2
055 = A4482 + A5502
C45 = (A55 " A44) SC
Die Steifigkeiten A4,“) der k-ten Schicht im lokalen Schicht-
koordinatensystem ergeben sich aus den Elastizitätsmo-
duli, den Schubmoduli und den Ouerkontraktionszahlen
wie folgt
A11 = 511/(1-1’121’21) A12 = 712511
A22 = l522/(1—Vi2'l’21) A33 = Eee/(1 ‘V13V31)
Au = 623 A55 = 613 Ass = G12
Dabei wird besonders die Konstante A33 in der Literatur
recht unterschiedlich ermittelt [19], [21]. Die hier vorge-
schlagene Möglichkeit erwies sich jedoch als numerisch
besonders vorteilhaft. Während nunmehr alle Ausgangs-
gleichungen zur Formulierung der Elementsteifigkeits—
matrizen vorliegen, sind zurBestimmung der Elementmas-
senmatrizen noch weitere Überlegungen notwendig. Wird
in das Funktional für die kinetische Energie der Schale
—>—>
T = 1/2 VI (gü'ü )dV,
wobei g die Dichte des Schalenelements bezeichnet, die
_ —> —> —) ‚
Trmoshenko-Hypothese u = v + x; y eingesetzt, so
ergibt sich
T = 1/2 ff (9001.2 + i122 + 032) +
+ 91(0‘ 5’1 + [1272 + 1.13773) +
+ 92(5’12 + 5’22 + 7732)) rd?) d3
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 Dabei stellen g, die verallgemeinerten Dichten der Mehr-
schichtschale dar. Diese verallgemeinerten Dichten las-
sen sich für Schalen mit n Schichten wie folgt ermitteln
n
eo = E1 9k(xa(k) — Xa‘“"’)
H
91 1/2 ‚‘21 9k((Xa"")2 - (Xa‘k“’)2)
n
92 1/3 {‘51 ek((xa"")3 - (Xa"‘"’)3)
9k ist die Dichte der k-ten Schicht. Unter B_e)achtung des
Ausdruckes für den Deformationsvektor e nimmt das
Funktional für die kinetische Energie beim Übergang zur
Vektor-Matrix-Schreibweise folgende Form an
T = 1/2 ff (3'3?)rd¢ds
90l01l=R
[ [92!]-
Hierin ist l die Einheitsmatrix der Größe (3 x 3).
5 Die Finite-Elament-Approximation
Auf der Grundlage der im vorhergehenden Abschnitt dar-
gelegten Gleichungen für die Analyse mehrschichtiger
Rotationsschalen wurde ein in [12] vorgeschlagenes fini-
tes Schalenelement (Bild 5) in das FEM-Programm
„FEMCOM“ der Technischen Universität Riga implemen-
tiert und ausgetestet. Dieses soll nachfolgend vorgestellt
werden.
 
Bild 5
Gekrümmtes Schalenelement
Die Verschiebungen des finiten Elementes werden durch
die Werte der Verschiebungen und ihrer ersten Ableitun-
gen in den Knoten 1 und 2 definiert. In diesen Knoten kön-
nen auch Randbedingungen und äußere Belastungen
(rotationssymmetrisch) angetragen werden. Dagegen wird
die Geometrie des gekrümmten Elementes durch die
Knoten I, J, K, L definiert.
Als Ausgang erfolgt über trigonometrische Funktionen
eine Approximation der Verschiebungen in Umfangsrich-
tung:
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U2(S‚ m) uo2(s) sin (mp)
71 (s. w) 701(3) 005 (IMP)
73(S‚<P) = 703(8) 003 (WP)
U1(s. (p) “01(5) cos (mp)
ua(8. m) uoa(s) cos (nm)
72(s.¢) = 702(3) sin (mp)
Diese Herangehensweise erlaubt prinzipiell auch die
Lösung statischer Probleme bei nichtrotationssymmetri-
scher Belastung sowie die Analyse des Stabilitätsverhal-
tens rotationssymmetrischer Schalen und Platten. In der
gegenwärtigen Programmversion ist dies jedoch auf
Grund einer Beschränkung der trigonometrischen Funktio-
nen auf das nullte Reihenglied nicht möglich. Das Annä-
hern der Funktionen um und ya in Meridianrichtung
geschieht durch kubische Polynome:
2
F = 14—2; [FIN] + (aF/as)‚J‚N‚']
N1 =1/4(1—§)2(2+§) N2 =1/4(1+§)2(2—E)
N1'= 1/4(§2-1)(E-1)
JI = (33/35)!
N2' = 1/4 (E +1)Z(E "1)
Dabei sind F, die Funktionswerte in den Knotenpunk-
ten 1 und 2, N. und Ni" die Fonnfunktionen des finiten Ele-
mentes sowie J, die Jacobische Transforrnationsdetermi-
nante. E e (—1 ; +1 ) ist die Iokale Elementkoordinate.
Somit nimmt die Matrix der Knotenverschiebungen des
finiten Elementes folgende Form an
„(eh = ("31(9) 72i»)
—> (e) _ . . . . .
d1 - (U011.(3Uo1/93)I‚ "02h (Suez/35):, U031.
(Süß/357570";(3701/38)Ii7021;(WM/33%;
703/; (ayes/38):)
Für eine Rotationsschale nach (Bild 2) ist die Meridianform
überdie Funktion r = r(z) angebbar.
Ein Zusammenhang zwischen den Koordinaten r und z
und der lokalen Elementkoordinate E wird durch kubische
Polynome beschrieben
Z = zlPl+ZJPJ+zKPK+zLPL
r = rIPI+rJPJ+rKPK+rLPL
mit
p, = —9/16(E-1)(52"1/9)
pJ = 27/16(§-1/3)(62-1)
pK = —27/16(E+ 1/3) (62- 1)
pL = 9/16(g+1)(§2-1/9)
6 Vergleichsrechnungen
Nachfolgend werden einige numerische Beispiele zur
Dokumentation der Leistungsfähigkeit des vorgeschlage—
nen Berechnungsablaufes dargelegt. Hierbei soll im ersten
Teil der Unterschied in der Genauigkeit bei Verwendung
des kinematischen Freiheitsgrades fünf bzw. sechs ver-
deutlicht werden. Derzweite Teil wendet sich dann einzel-
nen Beispielen mehrschichtiger Flächentragwerke zu.
1. Beispiel
Eine homogene, isotrope, linear elastische Torusschale
nach (Bild 6) soll unter konstantem Innendruck stehen. Sie
wird hinsichtlich ihrer radialen Aufweitung in den Punkten
A und B untersucht. Sowohl bei Verwendungdes kinemati-
schen Freiheitsgrades fünf als auch bei Verwendung des
Freiheitsgrades sechs erfolgt eine Analyse im globalen
Koordinatensystem der Schale.
 
— konstanter lnnendruck po = 1 psi
— Schalenradius1 R = 15in.
— Schalenradius2 r = 10in.
— Schalendicke h = 0,5 in.
— Materialparameter E = 107 psi
v = 0,3
Quelle wAinin. wBinin. Hinweise
(22) 0,4300%“ 0,1250'10" FEM
FEMCOM 0.4276‘10“ 0,1457'10“ l= s, 36Ele.
FEMCOM 0,2260'10" 0,1524‘10" 1 = 5, 36Ele.
Z
Bild 6
Torusschale
2. Beispiel
Betrachtet wird die kleinste Eigenfrequenz f= w/27r (bei
einer Anzahl von 3 Umfangswellen) einer zusammenge-
setzten Schale (Bild 7). Diese besteht aus homogenem,
linear elastischem Material. Durchgeführt wird die Analyse
aus dem globalen Koordinatensystem der Schale heraus.
— Zylinderschalenlänge I| = 0.1032m
— Zylinderschalenradius R1 = 0,053875m
- Zylinderschalendicke h, = 0,64*10‘2m
— Seitenlänge des Kegels 82 = 0,07097m
— Kegelschalendicke ha = 0,264‘10‘2m
— Winkel a = „I3
— Materialparameter E = 4,482'10‘MPa
v = 0,35
g = 1,7‘103kg/m3
Quelle fin Hz Hinweise
(23) 886,0 Experiment
(23) 897,0 FDM
(23) 871,9 FEM 32 Elemente
FEMCOM 871 ‚2 f = 6 36 Elemente
FEMCOM 1723‚0 f = 5 36 Elemente
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V ‘ Bild 7
Zylinderkegel
3. Beispiel
In diesem Beispiel werden die maximalen Verschiebungen
einer dreischichtigen Kreisplatte (Bild 8) betrachtet. Jede
Schicht besteht aus homogenem Material mit den ange-
führten Materialkomponenten. Die Platte, die durch eine
konstante Flächenlast belastetwird, ist am Außenrand fest
eingespannt.
— konstante Flächenlast po = 1 psi
- Radius r = 10in.
— Dicke der oberen Deckschicht hm = 0,028 in.
Dicke der unteren Deckschicht hw = 0.022 in.
Dicke des Kerns hK = 0,750 in.
Materialparameter
Deckschichten: Em = E20 = Ego = E0 = 107 psi
G120 = 50/(2(1 + 1’0»
6230 = Grau = 0
V120 = V230 = V130 = 1’0 = 0.3
E1K _ 0
V.“ = V23K = V13K = 0
623K = G13K = 31'104 pSl
l
E2K = Eax=G12K -
Quelle Elementanzahl (meDh3„)/(por“) Hinweise
(16) 101ür1/4 Plat. 1,6020 FEM '1
(16) 10für1/4 Plat. 1,6789 FEM '2
(17) 281ür 1/4 Plat. 1.4515 FEM
FEMCOM 281ür1/4 Plat. 1,5293 t= 5
'1 Äquivalente homogene Platte
'2 Schichtplatte
Bild 8
Kreisplatte
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4. Beispiel
Untersucht wird eine beidseitig eingespannte Kreiszylin-
derschale (Bild 9), die aus einer orthotropen Schicht
besteht. Gegeben sind die Komponenten der Elastizitäts-
matrix des verallgemeinerten Hooke’schen Gesetzes,
 
bezogen auf das lokale Schichtkoordinatensystem.
Die Schale steht unter allseitigem, konstantem Innen-
 
druck.
— konstanter Innendruck po = 1 kg/cm2
— Schalenlänge I = 800 cm
— Schalenradius R = 200 cm
— Schalendicke h = 10, 20 und 40 cm
— Materialparameter C22: 2,1'103kg/mm2
C11: 022
C12= C22
055= 0.266810 C22
Quelle Ft/h (meah)/(poF!2) Hinw_eise
(18)" 5 1.049 dünneSchale
(18)" 0,947 dicke Schale
(19)‘ 1,061 dicke Schale
FEMCOM 1,042 21 Elemente; 1 = 5
(18) 10 0,998
(18) 1,049
(19) 1,089
FEMCOM 1,044
(18) 2o 1.024
(18) 1,049
(19) 1,086
FEMOOM 1,048
* FEM-Lösung
5. Beispiel
Bild 9
Kreiszylinderschale
Quelle R/h a (me1hm)l(poR2) Hinweise
(18) ‘1 20 (45/-—45)s 2,210 dünne S.
(18) '1 2,160 dickes.
(20) '1 2,210
FEMCOM 2,132 ‘2
(18) 100 (45/—45)s 1,960
(18) 1.950
(20) 1,960
FEMCOM 2,036
(18) 20 (0/90)s 1 ‚670
(18) 1,630
(20) 1,640
FEMCOM 1,639
(18) 100 (0/90)s 1 ‚550
(18) 1,550
(20) 1,550
FEMCOM 1,557
*1 FEM-Lösung
’2 i=5; 36 Elemente
6. Beispiel
Ermittelt wird die erste Eigenkreisfrequenz einer beidseitig
gelenkig gelagerten Zylinderschaie (Bild 10).
Sie besteht aus vier, symmetrisch zur Referenzfläche an-
geordneten, orthotropen Schichten.
Eine beidseitig eingespannte Kreiszylinderschale (Bild 9)
steht unter konstantem Innendruck. Betrachtet wird die
‚maximale Radialaufweitung der Schale, die aus vier ortho-
tropen Schichten besteht.
—- konstanter tnnendruck po 6.41/7: psi
— Schalenlänge I = 20in.
— Schalenradius R = 20in.
— Schalendicke h = 1,0 und 0,2 in.
— Faserorientierung (45°/—45°/—45°/45°)und
(0°/90°/90°/O°)
— Materialparameter E. = 7,5"106 psi
E1 = 2,0‘10" psi
G12 = 1,25"106 psi
G2;. = G,3=0‚63'106psi
46 v12 = 0,25
— Schalenlänge a
— Schalenradius R
— Schalendicke h
— Materialparameter E1 = 25 E2
G12 = G13 = 0.5 Ez
623 = 0,2 E2
V12 = V13 =
9 = 1
Quelle R/a a/h a ((032th V Q/Ez
(21 ) '1 5 100 (0/90)s 20,360
FEMOOM '2 73.440
(21) 10 11,830
FEMOOM 13,088
(21) 10 100 16,630
FEMCOM 38,538
(21) 10 11.790
FEMCOM 11,504
(21) 20 100 15,550
FEMCOM 22,542
(21 ) 10 11,780
FEMOOM 11,073
(21) 100 100 15.190
FEMCOM 13,982
<21) 10 11,780
FEMCOM 10,931
‘1 Theorie höherer Ordnung
'2 l= 6; 36 Elemente
 Bild 10
Kreiszylinderschale
 
7. Beispiel
Eine Kreiszylinderschale (Bild 11) wird durch eine kon-
stante Linienlast bei 1/2 in Radialrichtung belastet. Die da-
durch hervorgerufene maximale Radialaufweitung der
beidseitig gelenkig gelagerten Schale wird. ermittelt. Die
Schale besteht aus drei orthotropen Schichten.
— konstante Linienlast
    
in Radialrichtung bei 1/2 p = 14417Ib./in.
— Schalenlänge l = 80 in.
— Schalenradius H = 18in.
— Schalendicke h = 2,4 in.
(0,8 in. pro Schicht)
— Faserorientierung: (90°/0°/90°) und
(O°/90°/0°)
— Materialparameter: E1 = 1'107 psi
E2 = 4*105 psi
G12: 2‘105psi
623: G13 = 0,8‘105
11,2 = 0,25
Quelle a (wmezh‘m/pfizn/ Rh968 Hinweise
(18) 0/90/0 3,010 dünneSch.
(18) 3,011 dicke Sch.
FEMCOM 3,388 21 Elemente
(18) 90/0/90 3.581
(18) 3,596
FEMCOM 4,379
T P
‚C
7/ / . A
__ _— —— -————--Az q—
/ //
0,51
Bild 11
1 Kreiszylinderschale
 
Die Beispiele 1 und 2 dienten speziell der Untersuchung
der Auswirkungen des kinematischen Freiheitsgrades fünf
bzw. sechs auf die Genauigkeit in den Ergebnissen. Vor-
angegangene Betrachtungen geometrisch einfachster
Problemstellungen (Kreisplatte, Zylinderschale) hatten
zuvor weder bei statischen noch bei dynamischen Auf-
gabenstellungen einen nennenswerten Genauigkeite-
zuwachs durch die Verwendung des kinematischen Frei-
heitsgrades sechs nachweisen können. Aus diesem
Grunde wurden die Beispiele 3 bis 7 generell über den
kinematischen Freiheitsgrad fünf realisiert.
Ein vollständig anderes Bild ergab sich jedoch für die
Torusschale (Beispiel 1) und die zusammengesetzte
Schale nach Beispiel 2. Während die Problembetrachtung
in lokalen Bereichskoordinatensystemen keine Unter-
schiede in den Ergebnissen in Abhängigkeit vom venven-
deten Freiheitsgrad, lieferte, wurden diese signifikant
für eine Problembeschreibung in globalen Koordinaten
(r, (p, z).
In beiden Beispielen ist eine gute bis sehr gute Überein-
stimmung zwischen Referenzlösung und Lösung mit dem
Programm FEMCOM (f = 6) zu veizeichnen. Die
FEMCOM-Lösungen mit dem kinematischen Freiheits-
grad fünf hingegen sind als nicht akzeptabel zu betrachten.
Eine durchgängig gute Übereinstimmung mit Referenz-
lösungen zeichnet sich für solche Beispielrechnungen ab,
die der Überprüfung des vorgeschlagenen Verfahrens zur
Modellierung von Mehrschichtkonstruktionen dienten.
Dabei ist der Unterschied zu solchen Referenzlösungen,
die sich einer Theorie höherer Ordnung bedienen, beson-
ders gering. Eine etwas bessere Genauigkeit ist für
Laminataufbauten zu verzeichnen, deren Faserorien-
tierung (0°/90° etc.) lediglich rechtwinklige Transformatio-
nen lokaler Schichtkoordinaten (Bild 4) in globale Koordi-
naten des Faserverbundes erfordert (Beispiel 5).
Eine Sonderrolle nimmt lediglich die Kreiszylinderschale
nach Beispiel 6 ein. Hier auftretende Abweichungen
zwischen Referenz- und FEMCOM-Lösungen, die teil-
weise beträchtliche Größenordnungen erreichen, sind
wohl in erster Linie auf die geometrischen Verhältnisse der
Schale zurückzuführen. Analoge Untersuchungen im Vor-
feld dieses Beitrages bestätigen, daß der vorgeschlagene
Berechnungsalgorithmus bei Kreiszylinderschalen, die zu
sehr dünnen Kreisringen geringer Länge entarten, versagt.
Dieses Phänomen ist analog bei sehr dünnen Platten zu
beobachten [25]. Hier erzwingen spezielle Schubverzer-
rungsausdrücke, daß die Schubverzerrungen Null werden.
Eine dadurch entartete Steifigkeitsmatrix ist die Ursache
dafür, daß zu starre Ergebniswerte bestimmt werden.
insgesamt kann jedoch eingeschätzt werden, daß die un-
tersuchten numerischen Beispielaufgaben die Leistungs-
fähigkeit dervorgestellten Algorithmen unterstreichen.
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Anhang
Umrechnung der amerikanischen Maßeinheiten in das metrische
System
1 psi = 6890 N/m2
1 in. = 0,0254m
1 lt. = 0.3048m
1 sq. in. = 6,45"10"m2
1 sq. ft. = 929"10"m2
1cu. in. = 16,387“10’6 m"
1 cu n. = 0,028 m3
1 lb. = 0.45359 kg
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